Terminologia de procesarii digitale a semnalelor

Semnale si grafice

In literatura de limba engleza acest domeniu este referit prin DSP - Digital Signal
Processing.

Un semnal este o descriere a modului in care un parametru este dependent de un
alt parametru. De exemplu, cel mai des Intalnit tip de semnal in electronica analogica este
o tensiune care depinde de timp. Deoarece ambii parametrii pot acoperii un interval
continuu de valori, acest tip de semnal il vom numi semnal continuu. In contrast,
trecerea acestui semnal printr-un convertor analog digital forteaza quantizarea ambilor
parametrii. Spre exemplu, daca conversia se face cu un convertor de 12 biti la o ratd de
de 1000 de esantioane pe secundd, tensiunea va putea lua doar 4096 valori posibile, iar
timpul este definit doar la incremente de o milisecunda. Semnalele formate din parametrii
care sunt cuantizati in acest mod se numesc semnale discrete sau semnale digitale. Sunt
de asemenea posibile semnale la care unul dintre parametrii este continuu iar celalalt este
discret. Intrucét acest gen de semnale sunt rar folosite ele n-au primit un nume explicit. in
aceste cazuri tipul celor doud semnale trebuie precizat explicit.

Figura 2.1 prezintd doud semnale asa cum ar putea rezulta dintr-un sistem de
achizitii de date.
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Fig. 2.1.
Axa verticala poate reprezenta tensiunea, intensitatea luminii, presiunea sunetului, sau
oricare altd marime despre care detinem aceastad informatie. Deoarece nu stim ce
reprezinta in acest caz particular, 1i vom da numele generic: amplitudine. Acest parametru
este apelat si cu alte denumiri precum: axa y, variabila dependentd, gama sau ordonata.
Axa orizontala reprezintd celalalt parametru al semnalului, care are si el diferite

denumiri precum: axa x, variabila dependenta, domeniu sau abscisa. Timpul este cel mai
des intalnit parametru pe axa orizontald a unui semnal achizitionat. Cu toate acestea se
pot intalni si alte marimi fizice pe aceastd axa. Spre exemplu, geofizicienii pot achizitiona
semnale referitoare la densitatea unei roci la distante echidistante pe suprafata
pamantului. Pentru a pastra lucrurile la un grad ridicat de generalitate noi vom denumi
axa orizontald: numar esantion. Daca acesta ar fi fost un semnal continuu aceeasta axa ar
fi fost denumita corespunzator: timp, distanta, x, etc.
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Cei doi parametrii care formeaza un semnal sunt de reguld neinterschimbabili.

Parametrul de pe axa y (variabila dependenta) se spune ca este o functie de parametrul de
pe axa x (variabila independentd). Cu alte cuvinte, variabila independenta descrie cum si
cand fiecare esantion este prelevat, in timp ce variabila dependenta reprezinta valoarea
masuratd efectiv. O caracteristica a acestor reprezentari functionale este ca unei valori de
pe axa x 1i este Intotdeauna asociata o valoare pe axa y. Reciproca nu este adevarata
intotdeauna.
Trebuie acordata o atentie particulard cuvantului domeniu, un foarte larg utilizat termen
in DSP. Spre exemplu, un semnal care utilizeaza drept variabild independenta timpul, se
spune cd apartine domeniului timp (time domain). O alta clasa de semnale usuale in
DSP utilizeaza frecventa ca variabild independentd, rezultdnd termenul de domeniu
frecventa (frequency domain). Analog, semnalele care utilizeazd distanta drept parametru
independent apartin domeniului spatial (spatial domain). In concluzie tipul parametrului
de pe axa orizontala reprezintd domeniul acelui semnal.

Desi semnalele din Fig. 2.1 sunt discrete, ele sunt reprezentate in aceastd figura
prin linii continue. Aceasta deoareca existd prea multe esantioane apropiate pentru a fi
percepute ca separate. In graficele unor semnale scurte, si zicem 100 de esantioane,
marcherii esantioanelor se pot vedea separat. Linii continue care sd conecteze acesti
marcheri pot fi sau nu trasate intre marcherii consecutivi, dupa cum autorul graficului
doreste sau nu acest lucru.

Variabila N este larg utilizatd in DSP pentru a reprezenta numadrul total de
esantioane ale unui semnal. Spre exemplu, pentru semnalul din Fig. 2.1. N = 512. Pentru
a pastra datele 1n ordine, fiecdrui esantion ii este atribuit un numar, numit uneori index.
Aceste numere sunt cele ce apar de-a lungul axei orizontale. Doud notatii sunt de regula
folosite pentru atribuirea numerelor de esantion. In prima notatie indexul esantioanele
merge de la 1 la N (de exemplu de la 1 1a 512). A doua notatie, indexul merge de la 0 la
N-1 (de ex., de la 0 la 511). Matematicienii o folosesc de reguld prima notatie, in timp ce
in DSP este folositd mai mult a doua notatie. Aceastd dubla notatie poate crea uneori
probleme. De aceea un bun obicei atunci cand sunt parcurse diferite materiale este
identificarea inca de la Inceput a notatiei pe care o foloseste autorul respectivului
material. In literatura de limba engleza pentru desemnarea celor doud notatii de folosesc
termenii: one based index, respectiv zero based index.

Media si abaterea standard

Media (mean), notatd cel mai adesea cu |, este numele prescurtat a ceea ce

statisticienii numesc valoare medie (average value) a valorilor luate de o variabila
aleatoare, definita cu ajutorul mediei aritmetice a tuturor esantioanelor disponibile

1 N
=Uy=— > X, .
M =My N; k

Pentru simplificarea scrierii vom utiliza bara superioard pentru desemnarea mediilor
aritmetice ale unor functii de variabila aleatoare

) =§k“z1f<xk>.



In acest sens, Y = X

In electronica, media unui semnal este numitd componenta continud a semnalului
(Direct Current DC). Similar, AC (alternating current) se refera la modul in care
fluctueaza un semnal in jurul valorii sale medii. Daca semnalul are o forma de unda
simpld, precum unda sinusoidald sau patratd, pentru a masura excursia acestui semnal se
foloseste amplitudinea varf la varf ( peak-to-peak amplitude).

b. Unda triunghiulara

Vw=mcs

i i

¢. Unda sinusoidala d. Zgomot aleator
Vev=2420

a. Unda patrata Vop= 20

Fig. 2.2. Raportul dintre amplitudinea varf la varf si abaterea standard pentru cateva
forme de unda comune. Pentru unda patratd, acest raport este 2; pentru unda

triunghiulara este /12 = 3.46; pentru unda sinusoidala este 242 =283 , In timp ce
pentru o undd aleatoare nu are un raport exact. In functie de distributia acestui
semnal acest poate lua diferite valori de regula intre 6 si 8.

In practica, calculul mediei se poate face chiar in timpul colectirii datelor (fie
printr-un proces de achizitie a datelor, fie de calcul, al doilea caz fiind specific
modeldrii). Rata cu care sunt obtinute datele poate fi mare astfel incat, in scurt timp,
volumul datelor ajunge impresionant si stocarea lor devine o problema chiar si pentru
calculatoare performante din acest punct de vedere. De aceea se preferd estimarea
dinamica a mediilor (running averaging) fara insa a se retine toate aceste valori. Aceste
lucru este posibil dacd se remarca relatia de recurenta ce leaga doua medii consecutive

mum +Xm+1 = (m+ 1)“m+1 '

Aceasta relatie aratd ca, pentru calculul mediei curente, este necesard memorarea
mediei anterioare, a numarului de esantioane si cunoasterea ultimei
valori luatd de variabila aleatoare.

Abaterea medie (average deviation). Evident, expresia |Xk — p| arata cat de mult se

abate (deviates) valoarea X, de la medie. Media aritmetica a acestor abateri reprezinta,

cum este de asteptat, abaterea medie. In multe cazuri, parametrul important nu este
abaterea de la medie, ci puterea acetei abateri. Spre exemplu, atunci cand semnale de
zgomot aleator afecteazd un circuit electronic, puterea zgomotului resultat este suma



puterilor semnalelor individuale. Prin urmare marimi legate de amplidudinea semnalelor
componente caracterizeazd mai slab astfel de semnale. De aceea in locul abaterii medii
este folositd abaterea standard atunci cand se doreste o informatie medie legatd de
amplitudinea unui semnal.

Abaterea standard (standard deviation) sau eroarea patratica medie este
raddcina patratda a mediei aritmetice a patratelor abaterilor de
la medie.

Oy = \/ﬁi(xk —up.

k=1

Abaterea standard este o masura a distantei pana la care variabila aleatoare
(semnalul) fluctueaza fatd de medie deci a dispersiei. Observam in expresia de mai sus o
neconcordanta, in loc de N s-a luat N-1. Aceasta apare din urmatorul motiv: la momentul
in care noi estimam abaterea standard nu cunoastem media adevdratd p, ci numai o

estimare a sa 1n acel moment. Aceasta conduce la o subevaluare a abaterii standard. De
aceea, pentru valori mici ale lui N este bine sa se imparta la N-1 in loc de N pentru a
compensa aceasta diferenta. Evident la valori mari ale lui N diferenta intre cele doua
estimdri nu mai conteaza.

Estimarea dinamicd a abaterii standard beneficiaza si ea de o relatie ce permite
estimarea dinamici a sa. Intr-adevar, suma de sub radical se poate scrie

N N
(Xk _“N)2 = in _ZUNZXk "‘mpﬁa
k=1 k=1

N

k=1

cum insa ZXK =my, rezulta
k=1

2
Z X2 —— Z 1 suma péatratelor — suma_ |
— & N-1 N

k=1

Prin urmare, calculul abaterii standard curente necesitdi memorarea a trei numere:
sumei, a sumei patratelor, a numarului esantioanelor §i cunoasterea
ultimei valori luata de variabila aleatoare.

Mirimea 02 este cunoscuti in statistica sub numele de variantd sau dispersie. In

teoria semnalelor, varianta reprezintd puterea acestor fluctuatii de la valoare medie a
semnalului. Intr-adevar, puterea medie disipatd de un semnal de tensiune U(t) a carui

componentd alternativd (alternative current AC) este u(t) pe un rezistor R este

R

IR
5 R
Insa media din formula precedenti se calculeazi pe baza esantioanelor discrete colectate

cu perioada h pe un interval temporal de lungime T =Nh, spre exemplu. Daca se
considerd un rezistor de valoare unitard R =1 si se noteazi esantioanele tensiunii U(t) cu

X, formula de mai inainte conduce imediat la definitia data variantei.



Folosind notatiile prescurtate ale mediilor varianta se poate scrie sub forma

o .

O altd marime legatd de variantd este raddcina mediei patratelor (root-mean-
square rms) definita prin

rms(x) = i \/7

k=

Prin definitie, abaterea standard masoara doar parte AC a unui semnal, 1n timp ce
rms masoard ambele componente (AC si DC). Evident, rms coincide cu abaterea
standard atunci cand semnalul are medie nula.

In mecanici existd o alti semnificatie interesantd a abaterii standard legati de
notiunea de raza de giratie. Prin definitie, raza de giratie este distanta fata de axa de
rotatie unde ar trebui concentratd toatd masa corpului pentru a da acelagi moment de

inertie fata de acea axd [HRI 82, p. 108]. Astfel, pentru un corp constituit din N puncte
materiale de mase m, plasate la distante r, de axa de rotatie, raza de giratie este

= /E;m 2,

N
unde m = ka este masa totala.
k=1
Consideram acum corpul constituit din N mase elementare toate egale cu unitatea,
plasate pe o singura dreapta. Intr-un reper liniar, definit pe suportul punctelor materiale,
pozitiile punctelor materiale sunt precizate prin coordonatele X, , iar pozitia centrului de
masad prin coordonata [. Alegem drept axa de rotatie o dreaptd perpendiculard pe
suportul punctelor materiale ce trece prin centrul de masa al corpului. Daca distantele
particulelor la aceastd axa sunt r, = |xk - ;,L| rezulta imediat cd raza de giratie coincide cu

definitia abaterii standard.

Atunci cand setul de date provine dintr-un proces de masurare asupra valori unei
marimi fizice, media reprezintd o estimare a valorii marimii masurate, iar
abaterea standard caracterizeaza procesul de masurare calificand precizia cu s-au
efectuat masurarile.

In figura 2.3a este reprezentata evolutia mediei dinamice catre media adevarati in
cazul unei variabile cu repartitie uniforma (U) in intervalul [0,1), iar in figura 7b evolutia
variantei dinamice cdtre varianta aceleiasi variabile.
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Fig. 2.3. Evolutia: (a) mediei dinamice catre media unei variabile cu repartitie
uniformad in intervalul [0,1); (b) variantei dinamice catre varianta aceleiasi
variabile.

In anumite situatii, media caracterizeazi rezultatul unei masuriri (in esentd
valoarea masuratd a unei marimi), in timp ce abaterea standard caracterizeaza zgomotul si
alte elemente perturbatoare ce pot afecta procesul de masurare. In aceste situatii, abaterea
standard nu este importantd prin ea Insesi ci prin comparatie cu media. Asa a fost introdus
termenul de raport semnal zgomot (signal-to-noise-ratio SNR).

In teoria semnalelor avem de a face cu alti situatie: un semnal lent variabil in
timp, peste care este suprapus un zgomot, a cdrei variatie este mai rapida decat a
semnalului. In aceasta situatie, medierea (actul de masurare propriuzis) se face pe un
interval de timp intermediar, adica suficient de lung pentru a atenua zgomotul insa
suficient de scurt pentru a surprinde variatia lentd a semnalului. Acestui domeniu 1i este
propriu termenul de raport semnal zgomot, care este egal cu media impartitd la
abaterea standard

SNR(x)= .

Ox

Simultan cu SNR coexista termenul coeficient de variatie (coefficient of variation
CV) definit prin
c
CV(x)==
X
In mod clar cei doi termeni califica acelasi lucru. Un proces de masurare corect
presupune o valoare mare a SNR (sau o valoare micd a CV).

Evolutia marimilor statistice dinamice catre valorile adevirate

Stationaritate. Un fenomen (proces) este considerat stationar dacd proprietitile
statistice ale sale sunt aceleasi oricare ar fi originea timpului. Consideram necesare
cateva comentarii referitor la aceasta definitie. In fapt, toate informatiile despre un sistem
(fenomen) pe care experimentul la furnizeaza cercetdtorului sunt limitate la timpul cat
dureaza experimentul. In esentd, un experiment inseamni colectarea mai multor seturi de



date referitoare la una sau mai multe marimi fizice. Ipoteza stationaritdtii presupune
identitatea tuturor proprietatilor statistice ale seturilor de date colectate intr-un
experiment.

Prin definitie, un proces care nu satisface ipoteza anterioara este nestationar.

Realitatea experimentald este crudd. Dintr-o multitudine de cauze, nu prea exista
procese stationare. Rezultd cd un proces stationar este un proces ideal din categoria
multor concepte ideale din fizica (vezi de exemplu conceptul de ciclul Carnot).

Deosebim doud surse primare de nestationaritate. Prima se referd chiar la
nestationaritatea fenomenului de studiat, iar a doua la nestationaritatea procesului de
masurare.

Nestationaritatea fenomenului de studiat (ca si a procesului de masurare) poate fi
proprie (sau intrinsecd) sau indusa de interactia cu mediul exterior.

De aceea, o buna parte din efortul unui experimentator este focalizat catre
aducerea interactiei sistemului investigat cu exteriorul la un nivel cdt mai scazut prin
ecrandri, stabilizari, izolari, etc., scopul acestui demers fiind izolarea fenomenului de
studiat §i a procesului de masurare de influentele mediului exterior.

Odata realizat acest deziderat raman in studiu fenomenele nestationare intrinseci.

O situatie experimentald Intilnitd des este urmatoarea. Din investigatii prealabile
se cunosc constantele de timp ale proceselor nestationare. Existd doud situatii
experimentale limitd. (i) Pentru procese nestationare cu constantd mare de timp
experimentatorul va cauta sd obtind o cantitate cat mai mare de date intr-un timp cat mai
mic in comparatie cu constanta de timp a procesului nestationar. (ii) Daca
nestationaritdtile au constantd de timp mica ele se vor trata ca fluctuatii ale marimilor de
interes. In aceasti situatie intervalul de timp de colectare a datelor va fi mult mai mare
decat perioada "fluctuatiilor" procesului nestationar. Scopul ambelor demersuri este
aducerea procesului de masurare cat mai aproape de un proces stationar. Un proces
experimentat 1n astfel de conditii se va numi evident cuasistationar.

In concluzie, ideal pentru experimentator este obtinerea unor date stationare din
indiferent ce conjunctura experimentald s-ar afla. Nici un efort nu va fi prea mic pentru
atingerea acestui ideal.

y (k) = 0.5/ k075

0.1

Fig. 2.4.
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O alta situatie experimentala este urmatoarea. La orice moment al achizitiei de
date pot fi calculate marimile statistice cu datele deja disponibile (noi le-am numit
generic medii dinamice deoarece ele depind de timp, sau ceea ce e totuna, de numarul de



esantioane). Experimentatorul doreste sd stie cat de aproape este media sa de media
adevarata. Pentru aceasta este nevoie de un estimator al abaterii maxime de la media
adevarata.

Spre ilustrare, reprezentam in figura 2.4 evolutia abaterii de la media adevarata
pentru media reprezentatd in figura 2.3a. Ce constatam? Abaterea de la media adevarata
devine din ce Tn ce mai mica pe masurd ce creste numarul esantioanelor. La marginea
superioard a datelor reprezentate in figura 2.4 este reprezentatd functia

0.5
yk)= POCE

Aceasta functie reprezinta estimatorul gasit de noi, in acest caz particular, pentru abaterea
maxima de la marimea adevarata.

Desigur, fiecarei medii i se poate asocia cate un estimator al abaterii maxime de la
medie. Pornind de la aceste observatii se poate defini eroarea tipicd (typical error TE). In
esentd ne asteptdm ca dupa un numadr oarecare de masurdri media obtinutd sa difere de
media adevaratd a procelului studiat. Marimea ce caracterizeaza aceastd eroare se
numeste eroare tipica. In particular, pentru semnale aleatoare, eroarea tipici TE, dintre
media calculatd folosind datele a N masuratori si media adevarata a procesului studiat
este data de:

(¢

TE= N

Proprietati ale mediei si dispersiei.
Evident, media unei constante este chiar constanta
c=c.
Orice constanta multiplicativa poate fi scoasa factor in procesul de mediere
X = cX

Media sumei a doud variabile aleatoare este egala cu suma mediilor

Xty=x+y.

Media produsului a doud variabile aleatoare este

x-y:;~;+cov(x,y).

Atunci cand cele doud variabile sunt independente rezulta imediat

X-y=x-y.
Dispersia unei constante este nula.

o’ c_2—(;)2 =0.

c =

Un factor constant iese de sub operatorul dispersie ridicat la patrat.

o2, =(ex) - (cx)2 =c’c’.

cx



Nota. Statisticienii noteaza operatorul de mediere aplicat unei variabile aleatoare
x cu M(x), ceea ce in notatiile noastre inseamna

M (x) = x,
in timp ce operatorul dispersie este definit prin

D(x) = M([x - M(x)]2 )

Noi am preferat notatia cu bara datorita simplitatii scrierii.
Dispersia unei sume de doud variabile aleatoare este egala cu suma dispersiilor
celor doua variabile plus dublul covariantei lor.

o, =0+ Gi +2cov(x,y).

X+y
Deoarece
cov(ax, y) = cov(x,ay) =a cov(x, y) ,

rezultd generalizarea

2
ax+by

c =a’c’ +bzci +2abcov(x, y)

Corelatie, convolutie, covarianta

Coeficientul de corelatie. Fie doud seturi de date provenind de la doua variabile
aleatorii {X}, {Y} In analiza zgomotelor se doreste, spre exemplu, si se identifice gradul

in care doud semnale sunt afectate de aceeasi sursa de zgomot.
O metoda de comparatie se poate obtine presupunand existenta unei legaturi de
proportionalitate intre cele doud seturi de date, de exemplu de forma y = ax. Metoda

celor mai mici patrate (least squares method) permite estimarea acestei constante de
proportionalitate prin minimalizarea sumei

N
S= (yk _axk)z-

k=1

Minimul acestei sume in raport cu parametrul o se cautd rezolvand ecuatia
0S/0a = 0. Rezulta astfel

(S 3)

Daca substituim aceasta valoare a parametrului 0t in suma precedentd obtinem

Smin = (1_p2)iy§ ’
k=1

N N N
p{zxkykj/,/zxszyi,
k=1 k=1 k=1

unde



se numeste coeficient de corelatie. Teorema Schwarz-Buniakovski, din matematica
elementara, arata ca

N 2 N N
PRAEADP A DR
k=1 k=1 k=1

si prin urmare 0 < |p| <1. Sintetic, coeficientul de corelatie este

Xy
pP=—FT.
[X2y2
Atunci cand p =0 se spune ca cele doua procese sunt necorelate sau independente, iar
cand p =1 corelatia este totala (o = 1 si prin urmare x, =Yy, , k=12,...,N). Iata de ce, o
masura a gradului de proportionalitate a celor doud variabile o reprezinta acest coeficient

de corelatie. Mai remarcam irelevanta semnului acestui coeficient.
Covarianta. Prin definitie covarianta a doud seturi de valori luate de doua

variabile aleatoare este
N _ _ — —
> (e = xfy =)=k =xJy - ).
k=1

Pe baza celor prezentate pana acum, remarcam ca

cov(x,y) =

Z|=

[cov(x,y)f < o?c2.

Evident, covarianta calificda gradul de corelare al abaterilor de la medie.
In electronica, acea parte a semnalului care reprezintd abaterea de la medie se
numeste componenta alternativa (alternative current AC).

Precizia si acuratetea.

Precizia si acuratetea sunt termeni utilizati pentru a descrie procese (sisteme si
metode) care masoard, estimeaza sau prezic valoarea adevarata pe care o marime fizica o
are. Dupa cum se cunoaste, procesul de masurare furnizeaza o valoare masurata pe care
o dorim cat mai apropiatd de valoarea adevdrata. Prin urmare acuratetea si precizia sunt

moduri de a descrie erorile care exista intre aceste doua valori.

Acuratetea specifica abaterea valorii masurate de la valoarea
adevarata a marimii masurate.

Precizia reprezintd o masurd a dispersiei valorilor marimii masurate
obtinute in procesul de misurare. In procesul de mdsurare doui sisteme sunt
puse in interactie: (i) sistemul asupra caruia se efectueazad masurarea (furnizorul marimii
de masurat) si (ii) sistemul care efectueaza masurarea.

Dispersia valorilor marimii mdsurate $i prin urmare precizia pot fi calificate
statistic in mai multe moduri. In prezent, cel mai utilizat calificator al preciziei il
constituie abaterea standard.
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Deoarece valorile individuale obtinute prin masurare pot diferi substantial una de
alta pot fi utilizate drept calificatori ai preciziei de masurare abaterea standard, SNR sau

CV, toate trei calificand dispersia valorilor masurate (Fig. 2.5).
Pentru ilustrarea acestor definitii, am reprezentat in figura 2.5. histograma
valorilor luate de media dinamica reprezentata in figura 2.3a.
valoare
adevarata medie
I

acuratete
60 . .
Fig. 2.5. Acuratete, precizie,
[ valoare adevarata.
40+ .
precizie
201
0 , HHH 1l -
0.45 0.50 0.55

Ponderi, functii densitate de repartitie.

Intr-o histograma a unei variabile aleatoare discrete o anumita valoare x, apare

n, ori. In aceasta situatie media variabilei se calculeaza cu

N
wak N

x= k:IN :zxkpk7

k=1
unde N reprezintd numarul de valori pe care le poate lua variabila aleatoare, iar raportul
p, =n, /N se numeste ponderea cu care valoarea x, apare in spectrul de valori al

variabilei. Un exemplu de variabila cu spectru finit este raspunsul unui convertor analog
numerice CNA (Digital Analog Converter DAC) de 8 biti. Spectrul de valori al unui
astfel de convertor acopera 256 numere intregi in gama 0..255.

In general, o variabila aleatoare este asociati unui fenomen (proces) stationar. in
aceasta situatie ponderile p, tind, pentru un numar foarte mare de esantioane ale

variabilei aleatoare, catre numere reale unice P, numite probabilitati de aparitie a

valorilor x, .

. (n
P = hm(—"j.
N—o N
Atunci cand variabila aleatoare este cu variatie continud media se calculeaza
analog
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x= '[xf(x)dx )

unde I este intervalul in care ia valori variabila aleatoare, iar functia f(x) se numeste
complet functia densitate de repartitie/probabilitate (probability density/distribution
function pdf). Evident, pdf pastreaza semnificatia ponderii si de aceea uneori mai este
numita functie pondere.

Daca notam cu P(X <x) probabilitatea ca variabila X sa ia valori mai mici decat o
valoare x precizata functia definita in acest fel

F(x)=P(X <x),

se numeste functie de repartitie (cumulative distribution function edf). Pe baza acestei
functii este usor acum sa definim pdf prin
dF (x)

f(x)ZT,

avand semnificatia imediatd: dacd dF(x) este probabilitatea ca variabila aleatoare si ia
valori in intervalul (x,x+dx), atunci f(x) este probabilitatea pe unitatea de lungime.

Teorema limita centrala

Semnalele obtinute din procese aleatorii au de reguld o foarte frumoasa functie de
distributie. Aceasta este distributia normala, sau distributia Gauss, sau pe scurt
Gaussiana. Motivul pentru care se Intampla acest lucru este explicat de o teorema foarte
importanta: Teorema limita centrala.

Teorema limita centrala, in forma sa cea mai simpla afirma ca o suma de numere
aleatoare devine normal distribuita pe masura ce creste numarul de numere aleatoare care
sunt adunate. De remarcat cad teorema nu specificad necesitatea ca numerele Insumate sa
apartina unei legi de distributie anume.

Distributia normala (The normal distribution)

O variabila aleatoare, avand media nuld, are o distributie/repartitie normala daca
functia sa densitate este

flx)= Ae™

unde A4 este constanta de normare, iar [ un parametru specific.
Constanta de normare se calculeaza imediat impunand ca

TAe‘szdx =1.

Existd o foarte frumoasa si utila demonstratie a formulei de calcul a integralei de
mai sus. Se inmultesc doud astfel de integrale, una in variabild x iar cealaltd in variabila y,
apoi se trece in coordonate polare
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0 o0 o 21

I*(B)= Ie"ﬁxzdxj By = I (e’ dxdy II rdrd(p=%.

—0 —0

Prin urmare, rezultd 4 =B/ .

Distributia normald mai este cunoscutd sub numele de distributie Gauss, sau
simplu Gaussiana dupa numele marelui matematician german Karl Friedrich Gauss
(1777-1855).

Generalizam aceasta distributie pentru o functie a carei medie nu este nula
f(x): B/ﬂe_ﬁ(”_")2 )

Sa calculam media X

w= x= JB/m Txe_ﬁ('”_“)zdx =a.

In vederea calcularii dispersiei si calculdm si

x —1/[3/ch 2ot gy = L2
2p
de unde
- [ 1
o’ :xz—(x)2 =—.
23
Deci, 1n functie de medie si dispersie gaussiana se poate scrie

1 _(X_H)z

2
e20‘

g(xp,0)= —

Momente initiale si momente centrate

Se numeste moment de ordinul s al unei variabile aleatoare X media
> %P, X — discreta

x-af =M|(x—a)|= . :
[ ] [ (x —a) f(x)dx,X — continua

—0o0

o

dacd a =0 obtinem momentul inifial de ordinul s (pe care-1 notdm p), iar dacd a =p

obtinem momentul centrat de ordinul s (notat §_). In aceste notatii avem p, = p = x, s

5,=0" = (x - ;,L)Z . Legaturile dintre ele se deduc imediat

:ix—u’:()’
8, =0 =x* —(x =p, ~p2,
8y = (x =)’ =1y = 3u,0, +3u5 — 1) =y = 3,0, + 207, ete.
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In cazul distributiei gauss momentele centrate capatd expresia

1 ® 7()‘_“)2
I(x—u)se 2% g,

—00

8:

N

2nG
in care efectuam schimbarea de variabila X — p = J26t=t/h. Obtinem astfel

1 7 2
5 = tedt,
s \/th _J;J

care integrata o data prin parti conduce la relatia de recurenta

8, =(s—1)0%5,,.

Cum §, =151 8, = 0 rezulta toate momentele centrate impare nule 5,, , = 0 iar cele pare
sunt

2%k -1)
82":(2’%!)62“'

Coeficientul de asimetrie si de aplatizare. Prin definitie coeficientul de asimetrie
(pe scurt, asimetria) al unei distributii oarecare este definit ca

83
a:—3,
(¢}

iar coeficientul de aplatizare (excesul)

J
e=—-3.
G4

Din relatia de recurentd specifica distributiei gaussiene rezultd cd ambii
coeficienti sunt nuli pentru o variabila aleatoare cu distributie normala.
Generarea numerelor aleatoare in calculatoare numerice

Cea mai simpla distributie care se poate implementa in diferite limbaje de
programare este distributia uniforma (uniform deviate) in intervalul [0,1) a carei functie
de distributie este

1,pentru x <[0,1)

U (x) =3 . .
0, inrest

Pornind cu un numar intreg, precizat intr-un mod oarecare inainte de fiecare apel

(numit in literatura de limba englezd seed - samantd), rutina care genereaza numere
aleatoare (random number generator) utilizeaza relatia liniara de generare

RND = (aS +b) mod ¢,

unde a, b si c sunt constante intregi alese convenabil. Numarul intreg obtinut astfel este
considerat mantisa unui numadr real in reprezentarea virgula mobila. Se obtine astfel un
numar real in intervalul [0,1). Modul cel mai uzual de a alege "samanta" este utilizarea
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constantei Intregi care memoreaza timpul curent inregistrat de ceasului calculatorului.
Acest mod de generare nu produce, din punct de vedere riguros matematic, secvente de
numere absolut aleatoare. Secventa de numere caracterizeazd o variabilad
pseudoaleatoare. Spectrul acestei variabile este discret si depinde atat de numarul de biti
alocati pentru un numar real In virguld mobild in calculator, precum si de (foarte
important) alegerea particulara a numerelor a, b si c. Exista alegeri defectuase celebre
pentru cele trei constante. In principiul pentru numarul ¢ trebuie ales un numar prim cat
mai mare. Cea mai raspandita alegere, considerata drept un generator standard minimal
este cea propusd de Park si Miller [PAR 88]

a=7 =16807, b=0si c=2"" —1=2147483647

In unele variante de implementare a rutinei RND se utilizeaza o relatia de
recurenta

RND = (aOLDRND + b) mod ¢,

iar utilizatorul precizeaza el care este numarul initial.
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