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Subiectul I: Lăcusta și broasca                                  (10 puncte) 
 

Subiectul I Parțial Punctaj 

 

a. 

 

 

 
Notând cu t, timpul la urcare pe traiectoria parabolică, între punctele B și C, măsurat 

din momentul în care lăcusta se află în punctul B: 

 

v2 sin β = gt 

v2 cos β t= R sin β 

Prin prelucrare se obține: 

𝑣2
2 =

𝑔𝑅

cos 𝛽
 

 

Conservarea energiei mecanice între punctele A și B: 
1

2
𝑚𝑣1

2 =
1

2
𝑚𝑣2

2 + 𝑚𝑔𝑅(1 + cos 𝛽) 

 

 

𝑣1 = √2𝑔𝑅 (1 + cos 𝛽 +
1

2 cos 𝛽
) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,50 p 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

 

1,00 p 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4,00 p 
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Pentru a stabili valoarea minimă a vitezei v1 ,trebuie să calculăm valoarea minimă a 

expresiei cos 𝛽 +
1

2 cos𝛽
 . Pentru aceasta, scriem inegalitatea dintre media aritmetică și 

cea geometrică: 

1

2
(cos 𝛽 +

1

2 cos 𝛽
) ≥ √cos𝛽

1

2 cos 𝛽
=

√2

2
 

 

 Valoarea minimă a expresiei cos 𝛽 +
1

2 cos𝛽
 este √2.  Aceasta corespunde unghiului           

β = 450. 

 

 Valoarea minimă a vitezei de desprindere de la sol a lăcustei este: 

𝑣1𝑚𝑖𝑛 = √2𝑔𝑅 (1 + √2) ≈ 2,2 
𝑚

𝑠
 

 

 

 

 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

 

 

 

0,50 p 

 

b. 

 

Valoarea vitezei în punctul B: 𝑣2 = 1,68
𝑚

𝑠
 

 

𝑣1𝑐𝑜𝑠𝛼 = 𝑣2𝑐𝑜𝑠𝛽 

 

 𝑐𝑜𝑠 𝛼 = 𝑐𝑜𝑠𝛽√
1

2𝑐𝑜𝑠𝛽(1+√2)
= 0,384, 𝛼 = 67,5° 

Aruncarea oblică fiind o mișcare simetrică față de verticală: AD=DA’ 

 

𝐴𝐷 = 𝑣1 cos 𝛼 𝑡1 

 

𝑣1 sin 𝛼 = 𝑔𝑡1 

 

𝐴𝐷 =
𝑣1

2cos 𝛼𝑠𝑖𝑛𝛼

𝑔
= 0,17 𝑚 

 

𝐷𝐴′ = 0,17 𝑚, deci lăcusta va ateriza exact în locul unde o așteaptă broasca. 

 

 

 0,25 p 

 

0,50 p 

 

 

0,75 p 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3,00 p 

c. 

Varianta 1: Considerând puterea dezvoltată de lăcustă: 

𝑃 =
0 + 𝐹

2
𝑣1 

𝐿 = ∆𝐸𝑐 =
1

2
𝑚𝑣1

2 

𝑃 =
𝐿

∆𝑡
 

𝐹𝑣1 =
𝑚𝑣1

2

∆𝑡
 

𝐹 =
𝑚𝑣1

∆𝑡
= 3,52 𝑁 

Sau 

Varianta 2: Folosind teorema de variație a impulsului: 

Ox: 𝑚 ∙ 𝑣1 ∙ cos 𝛼 = 𝐹𝑥 ∙ ∆𝑡 

Oy: 𝑚 ∙ 𝑣1 ∙ sin 𝛼 = (𝐹𝑦 − 𝑚𝑔) ∙ ∆𝑡 

𝐹 = √𝐹𝑥
2 + 𝐹𝑦

2 ≅ 3,52 𝑁 

 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

1,00 p 

 

Sau 

1,00 p 

1,00 p 

 

1,00 p 

 

 

 

 

 

 

3,00 p 

 

 

 

 

 

Sau 

 

3,00 p 
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Subiectul II: Bile, tije, articulații                             (10 puncte) 
 

Subiectul II  Parțial Punctaj 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

a. 𝑚𝑣1𝑥 + 𝑚𝑣2 − 2𝑚𝑣3 = 0 
𝑚

2
𝑣2

2 +
𝑚

2
(𝑣1𝑥

2 + 𝑣1𝑦
2 ) +

2𝑚

2
𝑣3

2 = 𝑚𝑔𝑙 [cos (𝛼 2⁄ ) − cos (
𝛽

2⁄ )] 

𝑣2sin (
𝛽

2⁄ ) = 𝑣1𝑦cos (
𝛽

2⁄ ) + 𝑣1𝑥sin (
𝛽

2⁄ ) 

𝑣3 sin (
𝛽

2⁄ ) = 𝑣1𝑦 cos (
𝛽

2⁄ ) − 𝑣1𝑥sin (
𝛽

2⁄ ) 

𝑣1 = √
𝑔𝑙 [cos (𝛼 2⁄ ) − cos (

𝛽
2⁄ )] [1 + 16𝑡𝑔2(

𝛽
2⁄ )]

2 [11 + 4𝑡𝑔2(
𝛽

2⁄ )]
 

 

𝑣2 = 5√
𝑔𝑙 [cos (𝛼 2⁄ ) − cos (

𝛽
2⁄ )]

2 [11 + 4𝑡𝑔2(
𝛽

2⁄ )]
 

 

𝑣3 = 3√
𝑔𝑙 [cos (𝛼 2⁄ ) − cos (

𝛽
2⁄ )]

2 [11 + 4𝑡𝑔2(
𝛽

2⁄ )]
 

Centrul de masă al sistemului, C1, se găsește la jumătatea medianei CC’.  

Fie O=C’1 proiecția pe orizontală a centrului de masă, considerat ca origine 

a unei axe de coordonate Ox. În starea inițială, coordonatele pozițiilor celor 

trei bile sunt: 

 𝑥𝐴 = −
𝑙

8
;  𝑥𝐵 = −

5𝑙

8
;  𝑥𝐶 =

3𝑙

8
 

În timpul mișcării sistemului, centrul său de masă nu se deplasează de-a 

lungul axei Ox: 𝑚𝑥′𝐴 + 𝑚𝑥′𝐵 + 2𝑚𝑥′𝐶 = 0 

 𝑥′𝐵 = 𝑥′𝐴 − 𝑙; 𝑥′𝐶 = 𝑥′𝐴 + 𝑙 

 𝑥′𝐴 = −
𝑙

4
;  𝑥′

𝐵 = −
5𝑙

4
;  𝑥′𝐶 =

3𝑙

4
 

Modulele vectorilor deplasare: 

|𝐴𝐴′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  | = √(∆𝑥𝐴)2 + (∆𝑦𝐴)2 =
7𝑙

8
 

|𝐵𝐵′⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗| = |∆𝑥𝐵| =
5𝑙

8
 

|𝐶𝐶′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ | = |∆𝑥𝐶| =
3𝑙

8
 

0,25 p 

0,25 p 

 

0,25 p 

0,25 p 

 

0,50 p 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

0,25 p 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4,50 p 

 

 

 

𝑣2⃗⃗⃗⃗  𝑣3⃗⃗⃗⃗  

𝑣1𝑦⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑣1𝑥⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  A 

2m 

m C 

B 

m 

𝒍 𝒍 

𝛽 
C’ 

𝒍/𝟒 

x 
D O=C’1 

C1 

A 

2m 
m 

C B 

m 

𝒍/𝟐 
𝒍 

60° 
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b. Pentru întregul sistem: 𝐹 = 4𝑚𝑎0⃗⃗⃗⃗ => 𝑎0 =
𝐹

4𝑚
 

Pentru bila B, Ox: 𝐹 − 𝑇1sin 
𝛼

2
= 𝑚𝑎0 

Pentru bila C, Ox: 𝑇2sin 
𝛼

2
= 2𝑚𝑎0 

Pentru bila A, Oy: (𝑇1+𝑇2) cos
𝛼

2
− 𝑚𝑔 = 0 

Rezultă 𝐹 =
4

5
𝑚𝑔𝑡𝑔

𝛼

2
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

0,50 p 

0,50 p 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c. Accelerația 𝑎𝐴⃗⃗⃗⃗   a bilei A are componentele 𝑎𝑡⃗⃗  ⃗ și 𝑎𝑛⃗⃗ ⃗⃗  , față de sistemul de 

referință fix legat de bila C, precum și componentele 𝑎′𝑡⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝑎′𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ , în raport cu 

sistemul de referință inerțial mobil, legat de bila B, deci 𝑎𝐴⃗⃗⃗⃗ = 𝑎𝑡⃗⃗  ⃗ + 𝑎𝑛⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑎′𝑡⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝑎′𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗.  

Dar 𝑎′𝑡⃗⃗⃗⃗  ⃗ și 𝑎′𝑛⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ sunt simetricele componentelor 𝑎𝑡⃗⃗  ⃗ și 𝑎𝑛⃗⃗ ⃗⃗  față de axa de 

simetrie a sistemului AA’, având direcție verticală. Prin urmare, rezultanta 

𝑎𝐴⃗⃗⃗⃗ ‖𝐴𝐴′ are direcție verticală. 

𝑣0 sin (
𝛽

2⁄ ) = 𝑣𝐴𝑠𝑖𝑛𝛽 = 𝜔𝑙𝑠𝑖𝑛𝛽 => 𝜔𝑙 =
𝑣0

2𝑐𝑜𝑠 (
𝛽

2⁄ )
 

𝑎𝑛 = 𝜔2𝑙 =
𝑣0

2

4𝑙𝑐𝑜𝑠2 (
𝛽

2⁄ )
 

𝑎𝑡 = 𝑎𝑛𝑡𝑔 (
𝛽

2⁄ ) =
𝑣0

2 sin (
𝛽

2⁄ )

4𝑙𝑐𝑜𝑠3 (
𝛽

2⁄ )
 

𝑎𝐴 =
𝑎𝑛

𝑐𝑜𝑠 (
𝛽

2⁄ )
 =

𝑣0
2

4𝑙𝑐𝑜𝑠3 (
𝛽

2⁄ )
 

𝑚𝑔 − (𝑇1+𝑇2) cos
𝛽

2
= 𝑚𝑎𝐴 

𝑇1 sin
𝛽

2
− 𝑇2 sin

𝛽

2
= 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

 

 

0,25 p 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3,00 p  

x 

y 

O 

𝑵𝑪
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  
𝑵𝑩
⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

𝑻′𝟐⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

𝑻′𝟏⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗⃗�  

𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗⃗�  
𝟐𝒎�⃗⃗�  𝒎�⃗⃗�  

𝒎�⃗⃗�  
B �⃗⃗�  

�⃗⃗�  

A 

2m 
m 

C  

m 

𝒍 𝒍 

𝜶 𝒂𝟎⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗⃗�  

A’ 

𝒂𝑨⃗⃗ ⃗⃗   

𝒂′𝒕⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝒂′𝒏⃗⃗⃗⃗⃗⃗  𝒂𝒏⃗⃗ ⃗⃗   

𝒂𝒕⃗⃗⃗⃗  
𝜷 

B 𝒗𝟎⃗⃗⃗⃗  

A 

2m m 
C 

m 

𝑻′𝟐⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  

𝑻𝟐
⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗⃗�  
𝑻𝟏
⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗⃗�  𝒗𝑨⃗⃗ ⃗⃗   

A’ 

𝒂𝑨⃗⃗ ⃗⃗   

𝒂𝒏⃗⃗ ⃗⃗   

𝒂𝒕⃗⃗⃗⃗  

𝜷 

B 𝒗𝟎⃗⃗⃗⃗  

A 

2m m 

C 

m 
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𝑇1 = 𝑇2 =
𝑚(𝑔 − 𝑎𝐴)

2𝑐𝑜𝑠 (
𝛽

2⁄ )
=

𝑚𝑔

2𝑐𝑜𝑠 (
𝛽

2⁄ )
[1 −

𝑣0
2

4𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠3 (
𝛽

2⁄ )
] 

 

𝑁 = 𝑇2 sin
𝛽

2
=

𝑚𝑔𝑡𝑔 (
𝛽

2⁄ )

2
[1 −

𝑣0
2

4𝑔𝑙𝑐𝑜𝑠3 (
𝛽

2⁄ )
] 

 

 

0,25 p 
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Subiectul III: Ciocniri comparate                         (10 puncte) 

 

Subiectul III Parțial Punctaj 

a. Conservarea impulsului: 

𝑚 ∙ 𝑣0 = 𝑀 ∙ 𝑉 + 𝑚 ∙ 𝑣 

            Expresia impulsului imprimat blocului: 

𝑀 ∙ 𝑉 = 𝑚 ∙ 𝑣0 − 𝑚 ∙ 𝑣 

              - glonțul de cauciuc ricoșează:  

𝑚 ∙ 𝑣 < 0 ⇒ 𝑀 ∙ 𝑉 = 𝑚 ∙ 𝑣0 + |𝑚 ∙ 𝑣| > 𝑚 ∙ 𝑣0 

              - glonțul de aluminiu va pătrunde „cel mai probabil” parțial sau total în 

bloc sau chiar va trece prin bloc, astfel încât viteza lui va rămâne, după impact, 

orientată în același sens sau se va anula: 

𝑚 ∙ 𝑣 > 0 ⇒ 𝑀 ∙ 𝑉 = 𝑚 ∙ 𝑣0 − 𝑚 ∙ 𝑣 ≤ 𝑚 ∙ 𝑣0 

              Se va observa o deviație mai mare a firului în cazul glonțului de 

cauciuc. 

              Conservarea energiei:  

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
−

𝑚 ∙ 𝑣2

2
=

𝑀 ∙ 𝑉2

2
+ 𝑄 

              O parte din energia pe care o pierde glonțul va reprezenta energia 

cinetică a blocului, iar cealaltă parte (Q) se va consuma în efecte termice și de 

deformare.  

              În cazul glonțului de cauciuc, viteza blocului este mai mare, deci 

energia de deformare e mai mică. 

              În cazul glonțului de aluminiu, viteza blocului este mai mică, deci 

energia de deformare mai mare. 

              Blocul va fi mai deteriorat în urma impactului cu glonțul de aluminiu. 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

 

 

0,25 p 

0,25 p 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

0,25 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3,00 p 

 

 

 

 

b. Dacă glonțul pătrunde în bloc și rămâne în el  (ciocnire plastică): 

𝑚 ∙ 𝑣0 = (𝑀 + 𝑚) ∙
𝑣0

2
 

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
=

(𝑚 + 𝑀) ∙ 𝑣0
2

8
+ 𝑅 ∙

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
 

𝑟 = 1; 𝑅 =
1

2
 

Dacă glonțul nu rămâne în bloc, după ciocnire: 

𝑀 ∙ 𝑉 = 𝑚 ∙ 𝑣0 − 𝑚 ∙ 𝑣 

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
−

𝑚 ∙ 𝑣2

2
=

𝑀 ∙ 𝑉2

2
+ 𝑅 ∙

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
 

Dacă glonțul ricoșează:  

𝑣 = −
𝑣0

2
⟹ 0 < 𝑟 <

1

3
; 0 < 𝑅 <

3

4
 

            Dacă glonțul trece prin bloc:  

𝑣 =
𝑣0

2
; 𝑉 <

𝑣0

2
⟹ 0 < 𝑟 < 1;

1

2
< 𝑅 <

3

4
 

            Dacă glonțul împinge blocul și se mișcă în urma lui: 

𝑣 =
𝑣0

2
; 𝑉 >

𝑣0

2
⟹ 𝑟 > 1; 𝑅 <

1

2
 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4,00 p 

c. Teorema de variație a impulsului pentru glonț: 

          - pe direcție orizontală: 

𝑚 ∙
𝑣0

2
∙ cos 𝛽 + 𝑚 ∙ 𝑣0 ∙ cos 𝛼 = 𝑁 ∙ ∆𝑡 

                - pe direcție verticală: 

𝑚 ∙
𝑣0

2
∙ sin 𝛽 −  𝑚 ∙ 𝑣0 ∙ sin 𝛼 = −𝜇 ∙ 𝑁 ∙ ∆𝑡 

 

 

0,50 p 

 

 

0,50 p 
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Prof. Cristian Miu, Colegiul Național „Ion Minulescu”, Slatina 

Prof. Gabriela Alexandru, Colegiul Național „Grigore Moisil”, București 

Prof. Jean-Marius Rotaru, Colegiul Național Iași, Iași 

Prof. dr. Daniel Lazăr, Colegiul Național „Iancu de Hunedoara”, Hunedoara 

 

 

𝜇 =
2 ∙ sin 𝛼 − sin 𝛽

2 ∙ cos 𝛼 + cos𝛽
≅ 0,6 

                Variația de impuls a glonțului este egală în modul cu variația de 

impuls a blocului. Componenta vericală a forței medii de impact nu mișcă 

blocul pe verticală, ci doar detensionează firul într-o anumită măsură. Pentru 

bloc, pe direcție orizontală:  

𝑀 ∙ 𝑉 = 0 + 𝑚 ∙
𝑣0

2
∙ cos 𝛽 + 𝑚 ∙ 𝑣0 ∙ cos 𝛼 

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
−

𝑚 ∙ 𝑣0
2

8
=

𝑀 ∙ 𝑉2

2
+ 𝑅 ∙

𝑚 ∙ 𝑣0
2

2
 

𝑅 =
3

4
− 𝑟 (cos𝛼 +

cos 𝛽

2
)
2

≅ 0,75 − 0,73 ∙ 𝑟 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

0,50 p 

 

 

 

 

 

 

3,00 p 

 

 

 


