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XI 
Problema  1 

Barem de notare Parţial Total 

a) La nivelul pistonului există un ventru de oscilație, iar la capătul închis un nod. 

 𝑥𝑛𝑜𝑑 =
𝜆

4
+ 𝑛

𝜆

2
= (2n + 1)

𝜆

4
= (2n + 1)

𝑐

4𝜈
  , cu condiția 𝑥 ≤ 𝑙 

1p 
2p 

𝑥𝑣𝑒𝑛𝑡𝑟𝑢 = 2𝑛
𝜆

4
= 2𝑛

𝑐

4𝜈
   , cu condiția 𝑥 < 𝑙  1p 

b) În interiorul tubului se pot forma 𝑛 fuse întregi plus 

o jumătate de fus:  𝑙 = 𝑛
𝜆

2
+

𝜆

4
= (2n + 1)

𝜆

4
  

0,5p 

2p 
Obținem: 𝜈𝑛 = (2𝑛 + 1)

𝑐

4𝑙
 0,5p 

Frecvența fundamentală:   𝜈0 =
𝑐

4𝑙
 0,4p 

Primele trei armonici de după frecvența fundamentală: 

  𝜈1 = 3𝜈0 ,  𝜈2 = 5𝜈0  ,  𝜈3 = 7𝜈0 . 
0,6p 

c) Unda longitudinală este produsă de o compresie 

locală și rapidă a unei mase Δ𝑚 de gaz în urma unei 

deplasări foarte mici a pistonului Δ𝑥 = 𝑣Δ𝑡.  
În intervalul de timp Δ𝑡 frontul de undă se deplasează 

pe distanța 𝑐Δ𝑡. 

Pentru masa Δ𝑚 de gaz, teorema de variație a 

impulsului conduce la relația: 𝑝𝑆 − 𝑝0𝑆 =
(Δ𝑚)𝑣

Δ𝑡
.  

Masa de gaz comprimat în volumul (𝑉 − Δ𝑉) se 

regăsea inițial în volumul  𝑉 , de gaz necomprimat și poate fi exprimată prin relația: 

 Δ𝑚 = 𝜌0𝑉 = 𝜌0𝑆𝑐Δ𝑡. 

Putem scrie: Δ𝑝 ⋅ 𝑆 =
(𝜌0𝑆𝑐Δ𝑡)𝑣

Δ𝑡
=

𝑝0𝜇

𝑅𝑇
𝑆𝑐𝑣 și obținem:  

𝚫𝒑

𝒑𝟎
=

𝝁

𝑹𝑻
𝒄𝒗   (𝟏) 

1p 

3p 
Comprimarea locală și rapidă a masei Δ𝑚 de gaz poate fi considerată un proces adiabatic:  

𝑝0𝑉
𝛾 = (𝑝0 + Δ𝑝)(𝑉 − Δ𝑉)𝛾 

Putem scrie:  𝑝0𝑉
𝛾 = 𝑝0(1 +

Δ𝑝

𝑝0
) ⋅ 𝑉𝛾 (1 −

Δ𝑉

𝑉
)
𝛾
  

Aproximăm (1 −
Δ𝑉

𝑉
)
𝛾
 cu (1 − 𝛾

Δ𝑉

𝑉
)  și neglijând termenul mic 𝛾

Δ𝑝

𝑝0

Δ𝑉

𝑉
 , ajungem la : 

Δ𝑝

𝑝0
= 𝛾

Δ𝑉

𝑉
= 𝛾

SvΔ𝑡

𝑆𝑐Δ𝑡
.  Obținem:  

𝚫𝒑

𝒑𝟎
= 𝜸

𝒗

𝒄
   (𝟐) 

1p 

Egalând relațiile (1) și (2),  
𝜇

𝑅𝑇
𝑐𝑣 = 𝛾

𝑣

𝑐
  obținem dependența de temperatură a vitezei de 

propagare a frontului de undă: 𝐜 = √
𝛄𝐑𝐓

𝛍
. 

0,5p 

Calculul numeric conduce la valoarea 𝑐 ≅ 385𝑚/𝑠. 0,5p 

d) Unda directă și unda reflectată sunt descrise de ecuațiile: 

 𝑢𝑑 = 𝐴𝑑𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡 −
2𝜋𝑥

𝜆
) și  𝑢𝑟 = 𝐴𝑟𝑠𝑖𝑛 [𝜔𝑡 −

2𝜋(2𝑙−𝑥−
𝜆

2
)

𝜆
]  

Amplitudinea oscilației rezultante se obține din compunerea undei directe cu unda 

reflectată: 

 𝐴𝑀 = √𝐴𝑑
2 + 𝐴𝑟

2 + 2𝐴𝑑𝐴𝑟𝑐𝑜𝑠
2𝜋

𝜆
[(2𝑙 − 𝑥 −

𝜆

2
) − 𝑥] 

1p 

3p 

𝐴𝑑 = 𝐴0𝑒
−𝑏𝑥 și  𝐴𝑟 = 𝐴0𝑒

−𝑏(2𝑙−𝑥) 1p 

După calcule: 𝐴𝑀 = 𝐴0𝑒
−𝑏𝑙√𝑒2𝑏(𝑙−𝑥) + 𝑒−2𝑏(𝑙−𝑥) + 2𝑐𝑜𝑠

4𝜋

𝜆
(𝑙 − 𝑥 −

𝜆

4
) 1p 

Total  10p 

 

𝑉 

𝑝0 𝑇 Δ𝑚 

(𝑉 − Δ𝑉) 

𝑝0 𝑇 𝑣  
𝑝 

𝑐  Δ𝑚 
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XI 
Problema  2 

Barem de notare Parţial Total 

a1) 𝑥(𝑡) = 𝑙 sin𝜑(𝑡) 0,75p 

 

6p 

 

𝑦(𝑡) = 𝑦0(𝑡) −  𝑙 cos𝜑(𝑡) = 𝑎 cos(𝜔 ∙ 𝑡) −  𝑙 cos𝜑(𝑡) 0,75p 

a2) 𝑣𝑥(𝑡) =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑙

𝑑𝜑

𝑑𝑡
cos𝜑(𝑡) 0,75p 

𝑣𝑦(𝑡) =
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝑎 𝜔 sin(𝜔 ∙ 𝑡) +  𝑙

𝑑𝜑

𝑑𝑡
sin𝜑(𝑡) 0,75p 

a3) 𝐸𝑝 = 𝑚𝑔𝑦 = 𝑚𝑔(𝑎 cos(𝜔 ∙ 𝑡) −  𝑙 cos𝜑(𝑡))      1p 

𝐸𝑐 =
𝑚

2
(𝑣𝑥

2 + 𝑣𝑦
2) 

Folosind expresiile vitezelor de la punctul precedent expresia energiei cinetice devine  

𝐸𝑐 =
𝑚

2
𝑙2 (

𝑑𝜑

𝑑𝑡
)
2
+

𝑚

2
𝜔2𝑎2 sin2 𝜔𝑡 − 𝑚𝑎𝑙𝜔

𝑑𝜑

𝑑𝑡
sin𝜑 (𝑡) sin𝜔𝑡 

 

1p 

a4) În sistemul de referință neinerțial în care punctul de sprijin este în repaus, accelerația 

efectivă instantanee are expresia –𝑔𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣 = −𝑔 −
𝑑2𝑦0

𝑑𝑡2 = −𝑔 + 𝑎𝜔2 cos(𝜔 ∙ 𝑡).  

Ecuația de mișcare este cea a pendulului simplu în acest sistem de referință neinerțial: 
𝑑2𝜑

𝑑𝑡2 = −
𝑔𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣

𝑙
sin𝜑. 

1p 

b1) Pornim de la 
𝑑2𝜑

𝑑𝑡2 = −
1

𝑙
(𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡)) sin𝜑 și descompunem 𝜑 = 𝛾 + 𝛽, 

obținând 
𝑑2𝛾

𝑑𝑡2 +
𝑑2𝛽

𝑑𝑡2 = −
1

𝑙
(𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡)) sin(𝛾 + 𝛽). 

0,2p 

4p 

 

𝛾 poate fi considerat constant la evaluarea dinamicii lui 𝛽: impunem 
𝑑2𝛾

𝑑𝑡2 = 0 0,2p 

Întrucât 𝑎𝜔2 ≫ 𝑔, neglijăm 𝑔. 0,2p 

Pentru că 𝛾 ≫ 𝛽, neglijăm 𝛽 în argumentul sinusului. 0,2p 

Ecuația se reduce la 
𝑑2𝛽

𝑑𝑡2 =
𝑎

𝑙
 𝜔2 cos(𝜔𝑡) sin(𝛾). Expresia dată este soluție 𝛾 putând fi 

considerat constant 
0,2p 

b2) Ecuația exactă este 
𝑑2𝛾

𝑑𝑡2 +
𝑑2𝛽

𝑑𝑡2 = −
1

𝑙
(𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡)) sin(𝛾 + 𝛽). 0,3p 

Factorul 
𝑑2𝛽

𝑑𝑡2  conține termeni liniari în cos(𝜔𝑡) și sin(𝜔𝑡) care se anulează în urma 

medierii temporale. 
0,3p 

Partea dreaptă a ecuației se prelucrează ținând cont de faptul că 𝛽 este proporțional cu 𝑎:  
(𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡)) sin(𝛾 + 𝛽) 

= (𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡))(sin 𝛾 cos𝛽 + cos𝛾 sin𝛽) 

≅ (𝑔 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡)) ((1 −
𝛽2

2
) sin 𝛾 + 𝛽 cos 𝛾) 

≅ 𝑔 sin𝛾 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡) sin 𝛾 − 𝑔
𝛽2

2
sin 𝛾 + 𝑔𝛽 cos 𝛾 − 𝑎 𝜔2𝛽 cos(𝜔𝑡)  cos 𝛾 

0,3p 

Înlocuind expresia 𝛽 = −
𝑎

𝑙
sin 𝛾 cos(𝜔𝑡) obținem pentru partea dreaptă a ecuației de 

mișcare: 

𝑔 sin𝛾 − 𝑎 𝜔2 cos(𝜔𝑡) sin 𝛾 −
𝑔

2
(
𝑎

𝑙
)
2

sin3 𝛾 cos2(𝜔𝑡)

+ 𝑔
𝑎

𝑙
sin 𝛾 cos𝛾 cos(𝜔𝑡) +

𝑎2 𝜔2

𝑙
sin 𝛾  cos 𝛾 cos2(𝜔𝑡) 

 

0,3p 

În urma medierii temporale rămân doar termenii  0,3p 
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XI 
𝑔 sin𝛾 −

𝑔

4
(
𝑎

𝑙
)
2

sin3 𝛾 +
𝑎2 𝜔2

2𝑙
sin 𝛾  cos 𝛾  

 

Condiția  𝑙𝜔2 ≫ 𝑎𝜔2 ≫ 𝑔 permite neglijarea celui de-al doilea termen. Ecuația de mișcare 

finală pentru componenta lentă este 

 
𝑑2𝛾

𝑑𝑡2 = −
𝑔

𝑙
sin 𝛾 −

𝑎2 𝜔2

2𝑙2
sin 𝛾  cos 𝛾  

 

0,3p 

b3) Prin simpla derivare a expresiei potențialului efectiv se obține 

 
𝑑𝑉

𝑑𝛾
=

𝑔

𝑙
sin 𝛾 +

𝑎2 𝜔2

2𝑙2
sin 𝛾  cos 𝛾 = −

𝑑2𝛾

𝑑𝑡2, conform ecuației găsite la punctul anterior. 
0,2p 

b4) Sunt întotdeauna extreme ale potențialului configurațiile pentru care 
𝑑𝑉

𝑑𝛾
~sin𝛾 = 0 

cu soluții posibile  𝛾 = 0 și  𝛾 = 𝜋 
0,2p 

Pentru a stabili dacă extremele sunt minime sau maxime analizăm derivata a doua 
𝑑2𝑉

𝑑𝛾2 =

𝑔

𝑙
cos 𝛾 +

𝑎2 𝜔2

2𝑙2
(cos2 𝛾 − sin2 𝛾). 

0,2p 

Mai precis, 
𝑑2𝑉

𝑑𝛾2|
𝛾=0

=
𝑔

𝑙
+

𝑎2 𝜔2

2𝑙2
> 0 și  

𝑑2𝑉

𝑑𝛾2|
𝛾=𝜋

= −
𝑔

𝑙
+

𝑎2 𝜔2

2𝑙2
> 0 dacă  (𝑎𝜔)2 > 2𝑔𝑙. 

În condițiile date ambele minime sunt deci configurații de echilibru stabil.  

0,2p 

Coordonatele carteziene corespunzătoare sunt 𝑥|𝛾=0 = 0,  𝑦|𝛾=0 = −𝑙 și 𝑥|𝛾=𝜋 =

0,  𝑦|𝛾=𝜋 = 𝑙. 
0,2p 

În ambele situații (pendul forțat și ne-forțat) există echilibru stabil pentru punctul  
𝑥|𝛾=0 = 0 𝑦|𝛾=0 = −𝑙, în care particula se află în poziția cea mai coborâtă. Echilibrul 

corespunzător poziției de pendul inversat 𝑥|𝛾=𝜋 = 0,  𝑦|𝛾=𝜋 = 𝑙 apare numai în cazul în 

care pendulul este permanent ținut în mișcare prin perturbarea punctului de sprijin, de aici 

denumirea de echilibru dinamic. 

0,2p 

Total  10p 
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Barem de notare Parţial Total 

a1. Legea a II a lui Newton 𝑚𝑎 = 𝑒𝑣𝐵 − 𝑘
𝑒2

𝑑2  

1p 

3p a2. Din a1 rezultă 2𝑚
𝑣2

𝑑
− 𝑒𝑣𝐵 + 𝑘

𝑒2

𝑑2 = 0,  

care are soluții reale dacă ∆≥ 0, ∆= 𝑒2𝐵2 − 8𝑚𝑘
𝑒2

𝑑3 . 

De aici rezultă că 𝑑𝑚𝑖𝑛 = 2√
𝑘𝑚

𝐵2

3
 . 

1p 

a3. Înlocuind 𝑑𝑚𝑖𝑛 în legea de mișcare găsim 𝑣 =
𝑒𝐵

2𝑚
√

𝑘𝑚

𝐵2

3
 1p 

b1.La momentul inițial 𝑣1 = 𝑣0 și 𝑣2 = 0 astfel că 𝑣𝑐𝑚 =
𝑣0

2
. Centrul de masă poate fi 

asimilat cu o particulă cu masa 2𝑚 și sarcina −2𝑒 aflată în câmpul magnetic 𝐵, asupra 

căreia acționează o forță centrală 𝐹𝐿 = 2𝑒𝑣𝑐𝑚𝐵. Astfel din 
2𝑚𝑣𝑐𝑚

2

𝑟𝑐𝑚
= 2𝑒𝑣𝑐𝑚𝐵 rezultă 

𝑟𝑐𝑚 =
𝑚𝑣0

2𝑒𝐵
 și  𝜔𝑐𝑚 =

𝑒𝐵

𝑚
. 

1p 

3p 

b2.Cum asupra oricărui electron acționează aceleași 

forțe ca la a1 rezultă că 𝜔 =
2𝑣

𝑑𝑚𝑖𝑛
=

𝑒𝐵

2𝑚
. Observăm 

că 𝜔 =
𝜔𝑐𝑚

2
 de unde rezultă că 𝑟 = 2𝑟𝑐𝑚 și că 𝜃𝑐𝑚 =

2𝜃. 

Traiectoria particulelor arată ca în fig.2R.  

La orice moment de timp este adevărată relația  

𝑣 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑛 = 𝑣 𝑒𝑙𝑒𝑐𝑡𝑟𝑜𝑛,𝑟𝑒𝑙 + 𝑣 𝑐𝑚.  

Prin urmare: 𝑣 1 = 𝑣 1,𝑟𝑒𝑙 + 𝑣 𝑐𝑚, 𝑣1 = 2𝑣𝑐𝑚 cos
𝜃

2
 și 

𝑣 2 = 𝑣 2,𝑟𝑒𝑙 + 𝑣 𝑐𝑚, 𝑣2 = 2𝑣𝑐𝑚 sin
𝜃

2
.  

În consecință 𝜃 =
𝜋

2
. Dar 𝜃 = 𝜔∆𝑡 de unde ∆𝑡 =

𝜋𝑚

𝑒𝐵
. 

2p 

c1. 𝐸𝑐 = 𝐸𝑐,𝑟𝑎𝑑𝑖𝑎𝑙𝑎 + 𝐸𝑐,𝑟𝑜𝑡𝑎𝑡𝑖𝑒 =
𝑚

2
𝑣𝑟

2 +
𝑚𝜔2𝑟2

2
 0,5p 

4p 

c2. �⃗� = 𝑟 × 𝑚𝑣 𝑟𝑒𝑧, �⃗� = (𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 ) × 𝑚(𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗 ), �⃗� = 𝑚(𝑥𝑣𝑦 − 𝑦𝑣𝑥)�⃗�  0,5p 

c3. Din expresia finală de la c2 rezultă că 
d𝐿

d𝑡
= 𝑚(𝑥𝑎𝑦 − 𝑦𝑎𝑥); 𝑣 × �⃗� = (𝑣𝑥𝑖 + 𝑣𝑦𝑗 ) ×

𝐵�⃗� = −𝑣𝑥𝐵𝑗 + 𝑣𝑦𝐵𝑖 . 

Din legea a II a lui Newton 𝑚𝑎 =  𝑘
𝑒2

𝑟3 𝑟 − 𝑒𝐵(−𝑣𝑥𝑗 + 𝑣𝑦𝑖 ) rezultă 

că:{
𝑚𝑎𝑥 = 𝑘

𝑒2

𝑟3 𝑥 − 𝑒𝐵𝑣𝑦

𝑚𝑎𝑦 = 𝑘
𝑒2

𝑟3 𝑦 + 𝑒𝐵𝑣𝑥

 și în final 𝑚(𝑥𝑎𝑦 − 𝑦𝑎𝑥) = 𝑒𝐵(𝑥𝑣𝑥 + 𝑦𝑣𝑦). 

Termenul din stânga este determinat mai sus, iar 𝑥𝑣𝑥 + 𝑦𝑣𝑦 =
1

2

d

d𝑡
(𝑥2 + 𝑦2) și prin 

urmare 
d𝐿

d𝑡
=

𝑒𝐵

2

d

d𝑡
(𝑥2 + 𝑦2) =

𝑒𝐵

2

d

d𝑡
𝑟2. Din definiția 𝐽 = 𝐿 −

𝑒𝐵

2
𝑟2 rezultă că 

 
d

d𝑡
𝐽 =

d

d𝑡
(𝐿 −

𝑒𝐵

2
𝑟2), dar deoarece 

d𝐿

d𝑡
=

𝑒𝐵

2

d

d𝑡
𝑟2 rezultă că 

d

d𝑡
𝐽 = 0 deci 𝐽 = 𝑐𝑡. 

1p 
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XI 
c4. Pornind de la 𝐽 = 𝑚𝜔𝑟2 −

𝑒𝐵

2
𝑟2 rezultă că 𝜔 =

𝐽

𝑚𝑟2 +
𝑒𝐵

2𝑚
 și atunci 

 𝐸𝑐 =
𝑚

2
𝑣𝑟

2 +
𝑚𝑟2

2
(

𝐽

𝑚𝑟2 +
𝑒𝐵

2𝑚
)
2
. Energia potențială electrostatică fiind 𝐸𝑝,𝑒 = 𝑘

𝑒2

𝑟
 atunci 

𝐸 =
𝑚

2
𝑣𝑟

2 +
𝑚𝑟2

2
(

𝐽

𝑚𝑟2 +
𝑒𝐵

2𝑚
)
2
+ 𝑘

𝑒2

𝑟
 

1p 

 

c5. Ultimii doi termeni definesc energia de configurație a sistemului astfel că 𝐸𝑝 =
𝑚𝑟2

2
(

𝐽

𝑚𝑟2 +
𝑒𝐵

2𝑚
)
2
+ 𝑘

𝑒2

𝑟
. 

Se vede că lim
𝑟→0

𝐸𝑝 = ∞ și că lim
𝑟→∞

𝐸𝑝 = ∞ și prin urmare 𝐸𝑝 admite un minim pentru o 

valoare 𝑟 = 𝑟0. 

Schița dependenței 𝐸𝑝 = 𝐸𝑝(𝑟) este redată în fig. 3R, iar forma traiectoriei electronilor 

pentru o variație mică 𝛿𝑟 în jurul poziției de echilibru 𝑟 = 𝑟0 în fig. 4R. 

 

1p 

Total  10p 
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