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II..   Patinaj şi automobilism     (9 puncte) 
 
 Pe suprafaţa plană şi orizontală a gheţii unui patinoar alunecă cu patinele o fată şi un băiat. Fata se deplasează 
rectiliniu şi uniform cu viteza ur , de-a lungul diametrului unui cerc, iar băiatul trebuie să se deplaseze pe circumferinţa 
aceluiaşi cerc, în aşa fel încât distanţa dintre cei doi patinatori să rămână constantă. Poziţiile şi stările iniţiale ale celor 
doi patinatori sunt cele reprezentate în figura 1. 
 
 
 
                                                 
 
 
 
 
 
 
                   Fig. 1                                                                 Fig. 2 
a) Să se determine viteza iniţială a băiatului ( 0vr ), timpul cât regula jocului a putut fi respectată, viteza băiatului la 
sfârşitul acestui timp ( fvr ) şi distanţele parcurse de cei doi patinatori în acest timp. Se cunosc: R – raza cercului; µ – 
coeficientul de frecare al patinelor băiatului cu gheaţa; g – acceleraţia gravitaţională. 
b) Un patinator trebuie să ajungă dintr-un punct A, până într-un punct D, urmând traseul orizontal reprezentat în figura 2, plecând 
din repaus. Lungimea sectorului liniar al traseului este L, iar raza sectorului semicircular al traseului este R. Pe întregul traseu 
acceleraţia patinatorului are valoarea constantă , a. 
Să se determine durata parcurgerii întregului traseu, în condiţiile în care patinatorul doreşte ca această durată să fie 
minimă. 
c) Pe suprafaţa gheţii patinoarului este trasat un pătrat cu lungimea laturii d. Să se determine timpul minim necesar unui 
patinator pentru a parcurge întregul contur al pătratului, dacă acceleraţia sa nu poate depăşi valoarea a. 
d) Demarând cu acceleraţie constantă maximă posibilă, pe un sector rectiliniu şi orizontal al unei şosele, viteza unui 
automobil creşte de la valoarea v1, până la o valoare v2 foarte apropiată, într-un timp ∆t1. 
Să se determine timpul după care se va realiza aceeaşi creştere a vitezei, dacă automobilul se află pe un sector de pe 
aceeaşi şosea, în aceleaşi condiţii, având forma unui arc de cerc cu raza R, situat într-un plan orizontal. Să se determine 
valoarea razei arcului de cerc al şoselei pentru care, în condiţiile date, este imposibilă creşterea vitezei automobilului 
peste valoarea v1. 
e) La distanţa r faţă de centrul cercului din care face parte sectorul de drum pe care se deplasează automobilul se află în 
repaus un observator. Automobilul se deplasează uniform cu viteza v, în aşa fel încât distanţa dintre el şi observator este 
din ce în ce mai mică. 
Să se stabilească poziţia automobilului pentru care viteza de apropiere a sa faţă de observator este maximă şi să se 
determine valoarea acestei viteze maxime. Să se determine timpul după care se realizează această condiţie, dacă la 
momentul iniţial distanţa dintre automobilul aflat pe sectorul circular al şoselei şi observator avea valoarea maximă 
posibilă. 
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Patinaj şi automobilism - soluţie      (9 puncte) 
 
a) Dacă F0 şi B0 sunt poziţiile iniţiale ale celor doi patinatori, notate în figura 1, când distanţa dintre ei este R, 
iar vitezele lor sunt ur  şi respectiv 0v

r atunci, la un moment ulterior oarecare, în condiţiile respectării regulii 
jocului, poziţiile lor sunt F şi respectiv B, cu vitezele ur  şi respectiv ,v

r  astfel încât distanţa dintre ei nu s-a 
schimbat, .RBF =  
Aceasta presupune că triunghiul poziţiilor patinatorilor faţă de centrul cercului )∆( OBF este permanent un 
triunghi isoscel cu ,RBFOB == astfel încât băiatul se află în vârful B al acestui triunghi. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura I.1 
Ca urmare, deplasarea băiatului de-a lungul axei OX este, în orice moment, egală cu jumătate din deplasarea 
fetei de-a lungul aceleaşi axe, astfel încât: 

constant,uvcosv x ===
2

α         ( I.1) 

adică proiecţia băiatului pe axa OX are o mişcare uniformă, ,
2

v0
u

= ceea ce presupune că vectorul acceleraţie al 

băiatului, ,a
r nu are componentă de-a lungul axei OX, orientarea sa fiind de-a lungul înălţimii triunghiului OBF, deci 

paralelă cu axa OY. 
În aceste condiţii, rezultă: 
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Ceea ce este interesant şi trebuie remarcat, este faptul că mişcarea circulară a băiatului este o mişcare 
circulară accelerată: 
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,tcp aaa rrr
+=           ( I.5) 

astfel încât modulul lui ar este crescător, în timp ce orientarea lui ar este constantă. 
Forţa care, corespunzător principiului fundamental al dinamicii, trebuie să asigure această acceleraţie, este forţa 
de frecare dintre patinele băiatului şi gheaţă: 

.; amF
m
Fa

rr
r

r
== f

f            ( I.6) 

Valoarea maximă posibilă a forţei de frecare, ,, mgF µ=max f impune o valoare maximă posibilă pentru 
acceleraţia băiatului, ,µmax ga = astfel încât distanţa dintre patinatori va rămâne constantă (R), numai până în 
momentul realizării acestei acceleraţii maxime, pentru care avem: 
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cos4 max
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ua µ=
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         ( I.8) 

Dacă distanţa parcursă de fată, până când unghiul la centru descris de raza vectoare a băiatului a devenit 
,αmax  este ,max, F d rezultă că durata respectării regulii jocului a fost: 

,sin2 maxmax,
max u

R
u

d
t α

== F         ( I.9) 

astfel încât viteza băiatului la momentul maxt  se obţine: 

;cos max 2
vmax

u
=α           ( I.10) 

.4
2
1 3 guRµ=maxv          ( I.11) 

Distanţa maximă parcursă de băiat este: 
.maxmax, α= Rd B           ( I.12) 

b) Valoarea acceleraţiei patinatorului fiind aceeaşi pe întregul traseu, însemnează că atunci când patinatorul 
evoluează pe sectorul semicircular, acceleraţia a se identifică cu acceleraţia centripetă, astfel încât: 

;
R

aa
2

cp
v

==           ( I.13) 

,v aR=           ( I.14) 

reprezentând viteza admisibilă pentru deplasarea patinatorului pe sectorul semicircular. 
În aceste condiţii viteza cu care trebuie să treacă patinatorul de pe sectorul liniar pe cel semicircular trebuie să 
fie aceea calculată mai sus (v). 
Dacă pe întregul sector liniar mişcarea patinatorului ar fi uniform accelerată fără viteză iniţială, atunci, la 
intrarea pe semicerc viteza lui ar fi: 

;
2

;2 RLaL >=   vB  v,vB >         ( I.15) 
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ceea ce ar însemna imposibilitatea menţinerii pe semicerc în condiţiile impuse. 
Ca urmare, sectorul liniar al traseului trebuie parcurs altfel decât uniform accelerat, aşa cum indică figura 2 şi anume: 
AE – mişcare uniform accelerată, fără viteză iniţială, până la realizarea vitezei v; EF – mişcare rectilinie uniform 
accelerată, de la viteza iniţială v, până la viteza vmax; FB – mişcare uniform încetinită, cu aceeaşi acceleraţie, de la 
viteza iniţială vmax până la viteza v. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura I.2 
Rezultă: 
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c) Parcurgerea fiecărei laturi trebuie să se facă aşa cum indică desenul a din figura 3, plecând din repaus şi 
accelerând până la mijlocul acesteia şi apoi frânând până la oprire la capătul acesteia. 
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Figura I.3 
Virajele de la colţuri, fără oprire, ar implica acceleraţii foarte mari. 
În acest fel durata parcurgerii fiecărei laturi, τ, se distribuie în mod egal, τ/2, pentru parcurgerea fiecărei 
jumătăţi a laturii, d/2. 
Rezultă: 

;
22

τ
2
1 2 da =






           ( I.21) 

;2τ
a
d

=           ( I.22) 

,84a a
dT == τ          ( I.23) 

reprezentând timpul necesar patinatorului pentru a reveni în punctul de start. 
Această valoare, aT reprezintă oare timpul minim necesar parcurgerii traseului ABCDA, în condiţiile precizate? 
Enunţul problemei nu impune ca plecarea din A să se facă din repaus şi nici ca sosirea în A să se facă în 
repaus. 
De aceea, să analizăm varianta prezentată în desenul b, când patinatorul intră pe latura AB după un parcurs 
rectiliniu anterior, care i-a permis realizarea unei viteze ,vmax

r în aşa fel încât frânând de-a lungul întregii laturi 
AB, să ajungă la capătul acesteia în repaus şi să avem: 

;
2
1 2 dat =           ( I.24) 

.2
a
dt =           ( I.25) 

Un timp egal cu acesta, t, îi trebuie patinatorului şi pe ultimul sector al traseului, latura CD, pentru ca 
accelerând, cu plecare din repaus, să părăsească latura pătratului cu viteza .maxu

r  
În aceste condiţii, timpul necesar patinatorului pentru a reveni în punctul de start este: 

;22 τ+= tTb           ( I.26) 

.)22(2 ab T
a
dT <+=         ( I.27) 
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d) Acceleraţia maximă posibilă de pe sectorul rectiliniu este: 

a = 
1t∆

∆v  = 
1

12

∆
vv
t
− ,         ( I.28) 

fiind determinată de forţa de frecare. 
Atunci când automobilul se deplasează pe un sector circular al aceleiaşi şosele, deoarece forţa de frecare 
este aceeaşi, acceleraţia determinată de ea este aceeaşi, a, dar are acum două componente: 
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astfel încât, rezultă: 
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cu condiţia ca: 
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Creşterea vitezei automobilului peste valoarea v1, este imposibilă dacă raza cercului din care face parte 
sectorul considerat este: 
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e) Corespunzător unui moment oarecare, când automobilul se află într-un punct A, aşa cum indică figura 4, 
viteza de apropiere a acestuia pe direcţia observatorului este: 

va = v sinα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura I.4 
În acord cu teorema sinusurilor, scrisă pentru triunghiul OAC, rezultă: 
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R
βsin  = 

r
αsin ;          ( I.34) 

va =  v 
R
r sinβ,         ( I.35) 

astfel încât, pentru β = 90º, avem: 
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R
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